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REMARQVES GENERALES 

SUR LE 

MOUVEMENT DIURNE DES PLANETES 

par M. EULER. 


Table ut Apres la découverte de la véritable préceflïon des éqftinoxes, 6c de 
^ la nuration de l’axe de la terre, on réprefeme en forte le mouve- 
ment diurne de la terre , que pendant qu’elle tourne uniformément au- 
tour de fon axe, cet axe même ait un certain mouvement, par lequel 
il réponde fucceflïvement à differens points du Ciel : & l’on il drefle 
des tables à l’aide desquelles on calcule pour chaque rems propofe, 
tant la longitude des pôles de 1a terre que leur di fiance aux pôles de 
l’écliptique. 

Cette maniéré d’envifàger le mouvement diurne de la terre pa- 
roit d’abord la plus naturelle 6c la plus convenable pour la pratique: 
& on aura de la peine à s’imaginer qu’elle, fofe affujerric'à de fort 
grandes difficultés, non pas à l’égard des petites irrégularités de ce 
mouvement, lesquelles peut-être ne font pas encore toutes connues, 
mais à l’egard de la maniéré même de concevoir ce mouvement. 

Car d’abord je demande, qü’efl-ce que l’axe de la terre?- On me 
répondra bien, quec’efl une certaine ligne droire qui pafïcpar le centre, 
ou plutôt le centre de gravité de la terre, autour de laquelle la terre ache- 
vé fès révolutions. Quelque claire que paroiflè cette délînirion, j’y trou- 
ve de fort grandes difficultés: car commenr clt-ce que nousconnoiflons 
«erte ligne qu’on nomme l’axe de la terre? On recourra au Ciel, 
où, l’on dira, qu’on découvre toujours deux points diamétralement 
oppofés, qui feinblent du moins pour quelque temsêcre en repos, &au- 
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tour desquels le Ciel avec les étoiles nousparoit achever fcs révolutions. 
On nomme ces points les pôles de la terre, & la droite tirée de l’un t 
l’autre, entant qu’elle pafle par le centre delà terre, fôn axe. Je ne m’arrête- 
rai pas ici à l’objection qu’on pourrait tirer de la diltancc des étoiles, 
que l’on peut bien regarder comme iufinie, même par rapport au dia- 
mètre de 1 orbite de la terre. Je conviens plutôt, que quel que foit le mou- 
vement de la terre, il y a toujours au Ciel deux points en repos, qui 
femblent immobiles pour un inltant au moins. Or, puisque ces 
points font variables, on lùppofe gratuitement, que la ligne droite ti- 
rée de l’un à l’autre pafie toujours par les mêmes points de la terre: 
&. fi cela n’arrivoit pas, les pôles tcrreflres ne feraient pas des points 
fixes fur la furface de la terre, comme on le foutienr. Mais il y a 
plus; ces points fixes du Ciel ne repondent pas à l’axe prétendu de la 
terre. Car, puisque cet axe elt fuppole mobile, les points au Ciel, vers 
lesquels il ett dirigé, le feront auifi; & partant on ne fauroit dire 
qu’ils font ces points fixes du Ciel, autour desquels le Ciel tourne au 
moins pendant un mitant. Il eft vrai que le mouvement de l'axe de 
la terre elt fi lent, qu’on peut le regarder pendant longtems comme 
immobile: &c’elt aufii la raifcn, pourquoi l'incongruité dont je parle 
ici, n’efl d’aucune confêquence. Mais, pour mettre cette matière 
dans tout fon jour, concevons une autre 'Planete, qui tourne comme 
la terre autour d un certain axe; mais qu^cet axe lui meme ait un 
mouvement beaucoup plus rapide, de forte que les points du Ciel 
vers lesquels cet axe elt dirigé, changent tous les inltans afïcs fenli- 
blement de place: & il eft évident qu’on ne fauroit foutenir, que le 
Ciel tourne autour de ces points pendant un feul inltant. 

Voudra-t-on infilter fur le mot d’inftant, & dire que, quelque 
rapide que lôic le mouvement desdits poinrs dans le Ciel, on les peut 
pourtant regarder comme fixes pendant un inltant, y rapporter le 
mouvement angulaire du Ciel, attendu que pendant un inltant ces 
-points ne changent pas de place. Mais on puurroir dire la même 
chofc de tous les autres points du Ciel avec autant de fondement; de 
«n réduirait par ce moyen le Ciel tout entier au repos , quelque ra- 
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pideque fut ion mouvement. D’ailleurs la ration alléguée, qu’on puiffe re- 
garder un point en repos pendant un inftant, quoiqu’il (oit en mouvement, 
efttoucà fait fauffe: car il ne 5 agit pas ici du changement de place, qui 
évanouit toujours dans un inftant, quelque rapide que fait le mouve- 
ment, mais du véritable repos, du moins pendant un infhint; puis- 
qu’on fait que la viteife ne dépend pas du tems. Donc, quand on 
dit que les points autour desquels le Ciel tourne, font fixes pen- 
dant un inftant; on ne veut pas dire qu’ils ne changent pas de place, 
mais que leur virefTe eft effectivement nulle. Or un tel repos ne con- 
vient pas abfolument aux points du Ciel, vers lesquels eft dirigé l’axe 
mobile de quelque planète: 6c parrant, fi nous jugeons du mouve- 
ment diurne d’une planete par le mouvement apparent du Ciel, qui le 
fait toujours autour d’un axe fixe pendanr un.inffant, il eft certain que 
cet axe du Ciel ne convient pas avec l’axe mobile de la planete, au- 
tour duquel on conçoit qu’elle tourne, & que cette maniéré de repré- 
fenter le mouvement diurne des Planctes n’eft pas d’accord avec les 
Obfervations du Ciel , d’où l’on détermine la pofirion ôc le mouve- 
ment de leurs axes. 

Or l’idée même d’un corps qui tourne autour d’un axe, pen- 
dant que eet axe fè meut d’un mouvement quelconque, eft affujettie à 
de grandes dillicultés, qu’on reneontre même en ne considérant les 
Fijf. 1 . choies qu’/>/ abftra&o. ^ Car , foir QRST un corps ipliérique qui 
tourne autoi# d’un axe, qui paire par fon centre 6c le point P, pen- 
dant que ce point P , qu’on nommera fon pôle, eft emporté par un 
mouvement quelconque, le centre demeurant toujours en re- 
pos. Que ce pôle foit maintenant en P, autour-duquel concevons un 
cercle AB CD, ou plutôt quatre points A, B, C,D; 6c en quelque 
endroit O que le pôle P foit transporté, il s’agir de déterminer les lieux 
où ceS quatre points ic trouveront alors, rant à cauiè du mouvement 
de rotation autour de ee pôle, qu’à cauiè du mouvement propre du 
pôle. Car il eft clair, que la eonnoifiànce de ee mouvement compo- 
& exige la pofition de ces quatre points pour çous les endroits O, où 
k pôle P parvient fucceffivement. 
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Or, quelque aifee que paroiffe certe queftion, en fuppofànt 
connu, tant le mqpvement du pôle P, que la viteffe angulaire du 
corps aurour de ce pôle pour chaque teins propofe; pour peu qu’on 
y réflêchiffc, on y rencontrera des obftaclcs infhrmonrables. Nous 
n’avons qu’à en confidéicr le cas le plus fimple, où le mouvement de 
rotation eft fuppofe nul: & il n’y a point de doute que, quand le pô- 
le P ferait transporté en Q, après avoir parcouru le quart de cercle 
PQ^, les quatre points A, B, C, D ne fè Trouvent aux points 
marqués dans la figure. Mais, par la même raifbn, fi le pôle P étoit 
transporté en R par l’arc de cercle P R, les points A, B, C, D, de- 
vroient fc trouver en et, £, y, S: & fi le pôle paffoir de R en les 
points a, £, y, <f, parviendraient en f>, c, </, a , dont la pofition eft tour 
à fait différente de celle que ccs points auroient, fi le pôle P étoit 
transporte en Q par l’arc P Qj quoique dans l’un & l’autre cas le mou* 
vcment de rotation foit fuppofe nul. 1 D’ailleurs la queftion ne four* 
nit aucune raifbn, pourquoi la pofition des poinrs A, B, C. D, de- 
vrait être différente, félon que le pôle ferait parvenu par différens 
chemins de P en Il ne fera donc pas poffible d’afïïgner la pofition 
de ccs quatre points, quand le pôle P fera parvenu à un lieu quelcon- 
que O: & à plus forte raifon, la queftion tnvelopera des incongrui- 
tés, quand on fuppofe au corps un mouvement de roration. 

On peut meme regarder cette queftioncomme indéterminée; 5c 
il y faudrait ajouter encore une condition, qui déterminerait le mou- 
vement du corps au cas même, où le mouvement de rotation eft fuppofe 
évanouïffant. La moins choquante ferait à mon avis de dire que, dans 
ce cas, les points A, B, C, 1), confèrvaffcnr conftammenr la même li* 
tuarion à l’égard de la direftion, fuivant laquelle le pôle fe meut à cha- 
que itiftant. Cette condition conviendrait encore le mieux avec les 
idées que nous nousformons fur l’abfence d’un mouvement de rotation, 
& expliquerait la diverfe pofition desdits points, le pôle étant parvenu 
en Q, ou par l’arc PQ, ou par le chemin PRQ^ Mais il faut 
avouer que cette condition eft tout à fait étrangère aux principes de la 
•Mécanique. Cependant, en l’admettant, on eft en état de déterminer 
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le vrai mouvement du corps, dès que celui du pôle & celui de rota- 
tion feraient donnés pour chaque inffcmt. „ _ 

Mais, quoiqu’on voulût fe fèrvir de ccttcTnanierc pour repré- 
senter le mouvement d’une Planece fur fon centre, il n’y auroit rien 
qui nous obligerait de regarder un point de laPknete comme Ton polo, 
plutôt que tout autre. Ainfi, lorsqu’il s’agit de la terre, on pourroit 
prendre un poiiît quelconque de fa furfacc pour fon pôle, &. le vrai 
mouvement de ce point ferait le mouvement du pôle. Enfuîte, on 
pourroir concevoir pour chaque lieu de ce pôle un certain mouvement 
de rotation,, lequel joint au mouvement du pôle produiroit le vrai 
mouvement de la rerre. Il eil vrai que cette reprefen tadon devien- 
drait pour la plijparr fort compliquée, quelque fimple qu’on fùppofàr 
le mouvement en lui -même; mais il faut avouer que cette idée ne 
contient rien, qui nous indique les points préférables à tous les autres, 
où l’on devrait placer les pôles. On dira bien qu’il cft raifonnable de 
choifir ceux qui font aflujettis au plus petit mouvement; mais cette 
réglé n’cft pas cflcntielle au fujet, & quoiqu’il y ait dc*tcls points fur 
Ja terre, on a lieu de douter encore, fi les autres planètes font douées 
de tels points. Peut-être que, quand meme il y auroit de rels points 
pour un certain rems, cCs mêmes points acquerraient dans la fuite un 
mouvement plus rapide que d’autres. 

Or ces inconvéniens n’ont pas lieu dans l'autre maniéré derepré- 
fenter le mouvement diurne des planètes, en déterminant pour cha- 
que tems les points du Ciel autour desquels la Planete tourne , du 
moins pendant un inftant, comme autour de points fixes; & en ali- 
gnant pour chaque înflant la vitefle de eetre rotation. Pour mieux 
comprendre cette manière, & pour en voir la diverfité d’avec la pré- 
cédente, concevons encore un corps fphérique, (car la figure ne 
change rien dans notre recherche, j) qui foir entouré d’une furface 
.fphérique immobile pour pouvoir y rapporter le mouvement du corps. 
Qu’il tourne au commencement autour du point A; & après un 
Fig. 2. tems — t autour du point P de la furface immobile, de forre qu’on 
puifle pour .chaque moment aligner Je point de la furface immobile, 
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autour duquel le corps tourne alors avec la viteflè de rotation. Ce 
n’eft donc pas le point du corps A, qui parvient après le tems t en P, 
mais P eft plutôt un point imaginaire dans la fur fil ce immobile, qui rc- 
prcfcnte le pôle de rotation pour un inftanr. Or, quoiqu’un moment 
après la rotation fc fafle autour du point p, U ne faut pas s’imaginer 
que le point P ait etc tranfporté en p^ l’un ôc l’autre demeurant fixe: 
ee qui diftingue eflêntiellement cette maniéré de la précédente. 

Pour déterminer plus a'ifément cc mouvement, concevons dans la 
fùrface immobile un point fixe Z, auquel on tire les arcs de grands 
cercles. AZ, P Z & p'L. Et puisqu’au commencement A eft le pôle 
de rotation, foit h'L—Ci. Enfùite, après le tems “ ?, le pôle de 
rotation étant en P, foit l’angle A Z P rz: & l’arc Z P ~ p, pofànt 
le rayon de la fphere m i, de forte que p & q foient des fondions du 
tems?; d’où pour le tems on aura l’angle P Z p~dq^ & 

l’arc Z p —p-\- dp. Pour la vitefle angulaire, fbppofbns qu’au com- 
mencement le polo étant en A, le corps tourne dans le tems infiniment 
petit Jt par l’angle “ n dt ; & après le tems ?, le polo étant en P, 
par l’angle ~ vdt. Cela pofe, voyons quel fera le mouvement d’un 
point quelconque du corps, qui au commencement aura été en M. 

Pofons donc l’arc AM — f-, & l’angle Z A M " g ; or, après 
le tems ?, ce point foit parvenu en V, & nommons l’are P V ~ 
âi l’angle Z P V“jr, qui font les deux quantirés qu’il faut déterminer 
pour connoirre le vrai mouvement du'point M. Donc, puisque le 
corps tourne autour du pôle fixe P, pendant le rems dt 7 le point V 
fera transporté en v , de forte que l’arc P v ~ P V “ jr, <3c l’angle 
VPi par eonfequent l’angle ZP yzzy — vdt. Or v fera 
le beu de notre point après le tems ? — f- dt depuis le commencement, 
le pôle éranr maintenant en p; & partant nous aurons pv~x 
& l’angle Z pv ZZZy -f- à y. 

Tirons de P fur Z />, & de/> fur Pff, les perpendiculaires Pf 
de pr; & à caufe l’angle P %p"ZZ dq & ZP ZZ: />, nous aurons 
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pq “ dp & P q’^ldq fin p. Donc, Pp ~ V4dp*—\-dq* fin /?*) 

à d 

“ i/r pour abréger: & de 1* fin pPq — ~ t & cof/jP^ rz: 

fl X * 

fin p 

— . Or l'angle ZP^ étant droit, nous aurons fin ZPjw — 1 


ilJ^L tucon.vp- 


_—dp 


ds 


. Maintenant, l’angle ZPr étant — y 


— vdt , ou en négligeant la particule infiniment petite v'dt > feule- 
ment ~ y, on en tire fin pPr ~ fin (y — ZP /)~‘ — — ^ 9^ n P. CQ fy 

& cof pVr - cor (y— ZP,) = ~ ■+• j± fin, fin,’ 

Donc pr’ZZ—dp fmy—dqCiap coCy 6cP r——dpQoÇy^-dqÇmpfmy t 
d’où nous concluons /jt? ~ Pv Proux ^ dp 

cof y — dq fin p fmjy , de forte que nous ayons 

d x ZZ d p co Cy — dq fin p finjf. 

De U nous connoitrons suffi l'angle .Pvp, puisque pr “ P vp fin pv t 

. . - ~~ dp fin y— dç Pmp coCy 

ce qut donne Pvp ~ finx * 

Mais ccs déterminations qe font pas fuffifàntes pour définir Pan- 
^z r Lpv~y-\-'dy^ & en tirer la valeur différentielle dy\ car, ‘puis- 
qu’il s’agit d’une différence infiniment petite, il ne fera plus permis de 
négliger dans les angles Ppq & P pr ces parricules infiniment petites: 
mais, fi nous en voulions tenircompte, nous tomberions dans des formu- 
les très embarraffnntes. Or le plus fur moyen nous eft fourni par ce 
beau théorème fur l’aire des triangles fpériques, qui eft toujours égale 
i l'excès des trois angles fur deux droirs, pofànt le rayon de 1 a fphere 
i. Donc Paire, du 'quadrilatère TiPvp eft égale- à l’excès de fès 
quatre angles fur 4 droits, dont U roefùre eft ” »ît 7 prenant 
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pour la mefurc d’un angle droit. Or les quatre Angles de cette 
figure font t °. P 7 ,p ~ dq ; 2 Z P v ~y — v J t -, 3 °. P vpz 

— dp fin y — dq fin p cof y . „ _ . „ 

— " x &4 a -7'P v ~ 2 T- y— tiy, &par- 

taot l’excès de leur fommc fur 4 droirs ou, 2 tt, efb 

, . dp fin y dq fin p cof y 

dû vit £- _ 7 ^ ■- J y. 

1 fin x • ’ 

qui exprime faire de la figure. Mais on fair que faire du triangle P Z p 

a . , , • id — (dp fmy+dffmpcoCy) 

eft “ d a ( 1 — cof/O, oc du triangle P vp ~ — — — -i — — - — - --4 

im jr 

(1— cofx); donc U fonime étant égalée à fexprefiîon trouvée pro- 
duit cetre équation : 

dp fin y — f- dq fin /' cofy 


— vdt — <iy ~ — dq co Cp — j— 


t tang a- 

d’où nous tirons 

, . . . - dp fin y \dq fin p cof y 

dy — —vdt -Y- dq cof u — — — C. 1, 

J J r 1 rang x 

Cette équation jointe à la première , qui eft 


d x “ d p cof y dq fin^ fin^; 

contient la fblurion. du problème^ où p y q 5 c t', font regardés contint 
des fonéfions du teins t. 


Voilà donc deux équations différentielles, d’où il faut détermi- 
ner les deux inconnues x Si y. I.a chofè reviendroir au même, fi au 
lieu de ces deux inconnues on vouloir chercher Panglc A 7 , V avec rip. 3, 
Parc Z.V j 6c alors 011 arrivera au but par la fvmhefc fuivanre, qui eft 
fore fimple. 

Puisque ZP”/7, AZP~^, CcVPvznvdt, pofons Panglc 
AZV.“ v, & Parc ZV zrz a, pour [avoir Pangle PZ. V “ « — q, 

, Mh>. de tdeâJ. Tom. xiv. Ce Tirons 


# 202 # 


Tirons fur ZV les perpendiculaires PR & vr, de môme que 
l’arc Vv, qui fera perpendiculaire fur les arcs égaux P V 6c Pr, ôc 
nous aurons Vv zz v àt fin P V , & fin P R ZZ lin Z P. .fin P Z V ZZ 
fin P V. fin -P V Z, de forte que fin P V. lin PVZ r fin p 
fin Qr — ÿ). Or la Trigonométrie fphérique donne 

tamr PV£ — <in^ fin fri — g) 

® co f p fin a fin p cof (tt — ■ q) 


Mais, puisque Vx zz — â% , 8c Vx zz Vv coCsVv zz Vv 
finPVZ, nous aurons d’ahord 


dz zz vdt fin P V fin P VZ ZZ vdt fin p fin Qt q) 

Enfiiite, à caulè de VZ v zz du, on aura vs zz du fin c. Or vs zz 
Vx cot P VZ, ou — à% iz du fin a rang PVZ d’où nous tirons 
cette fécondé équation: 


du Cm p fin a fin (u — ,j ) , _ _ . v 

S co Çp fin s fin p cof a col (a q) V 111 ^ 


de forte que noos ayons ces deux équations 

I. o ZZ dz -f- vdt fm/x fin (« — /J) 

H. du fins ZZ vdt (cof p fm z fin/’ cof a cof(« q')') 


Or ayant trouvé z 6c u , on en tire 

cofPV zz cof* zz col/ cofa — p- fin/ 1 fins cof (u — q) 6c 

fins fin (// q~) 

K.ngZPV - tangjy = caf f teW (« 


Puisque le rapport de ces dernières coordonnées u & a 'aux précé- 
dentes x & y efl connu , ces demiercs formules fc réduifènr aux pre- 
mières, Cependant il ne pnroic pas, comment on puiffe réfbudre en 
général ces équations, & pour des cas particuliers on fe fin - vira plus 
commodément, tantôt des unes, ôc tantôt des autres. Comme s’il 
n’yavoit aucun mouvement de rotation, ou qu’il fut v ZZ o, les 
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demleres formules montrent d'abord âz — o, “ o; d’ôà 

l’on voit que dans ce cas tous les points du corps ne changent pas de 
place. 

Confidcrons le cas où le pôle P demeure en repos, quel que foit 
le mouvement: de rotation vât\ ce qui arrive lorsque p & q font des 
quantités confiantes : alors les premières donnent d’abord dx zr o, 
& partant x — conflr. Soit donc x zz/, 6c l’autre dy — — vât, 
de partant^ — g — fvàt. Or les dernieres formules mèneraient 
pour ce cas à un calcul fort ennuyeux. 

Suppofons, comme il arrive à peu près fur la terre, que le pô- 
le P fe meut uniformément dans un petit cercle AP autour du point 
fixeZ, qui repréfente le pôle de réclipriquc, & que le mouvement 
de rotation demeure toujours le même. On aura donc p ” a\ 
àq rz: mât & v ~ n\ d’où les premières formules donnent: 

, , , „ vtàt fin a coÇy 

âx ZZ — mât fin a Cmy & ây ” — xât-f-matcoCa — 


rang x 


& partant l’une divifêe par l’autre 

ây h m co Ca . I 

Jx m iin a Cm y tang.r tangj* 

Multiplions par âx fin* Cmy pour avoir 

ây fin* finj âx cofi* coCy ~ 

dont l’intégrale eflr, 


n — m co Ca 


m fin a 


âx fin* 


— fin * cofy zz C 


m cof/t — n 


Donc 


co fjy — — 


m fin a 
m co f a ) coi" * 


cof X. 


Pofons pour abréger 


m fin a fin * 
n — m co Ca 


h 

fin ** 


de forte que co Cy 
Ce * & 
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& dy ~ kmdt fin // — - 


mdt fin/? (k cof> — /i) 
fin x rancr-r 


, ou bica 


. mdt fin a (k h cof -*0 _ , , , 

à y ~ ? . Ur la valeur ne colv donne 

finar 2 ^ 

dx(k h cofjr) , „ , ' 

ày hny — i °c cette valeur fubfiituée mene à 

cette équation: — mdtGxurCmy ~ //ar. Mais, à caufe de 


— (— VCfi nJ;I ii cofi.v 1 — (— 2/il coC.r 

Cnjr - - sr7 


h A) 


nous aurons: tndtfmazz 
dont l’intégrale fe trouve 
tntCuin -4— C ZZ 
& partant 


dx fin x 


V(i Ah— \-2hkc0ix (i — j— kk)cofx 2 )‘ 

(1 — |— Æé)cof.r hk 

"Y (i~ — TÂ -h tk) ‘ 


cof.r”- 


hk 


+ 


V(« -h 

VCï hh-ir-kk 


Afin 


fin (C— (— mtünû V (1 —J— M)) 


1 -1— M 1 î -j— M 
Enfuite, ayant trouvé x pour le rems écoulé f, on aura 

_ k cof x h n — m coî a 

coCy = — fa * — 5 fl y anr P° ré * = — — ' - — - 


;// fin a 


Pour déterminer. les confiantes h & C, fupofons qu’il y eût au com- 
mencement “ AM zn /, & Kanglejv ~ Z AM zz g\ donc 

cofi^ ZZ j & panant à ^ k coff — fin f cof^j 

d’où l’on obtient 

V(i — £A ' fit) «effcoï^) •) 

. Erfiui- 
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Enfuite pour la confiante C on aura : 

( i +kk*)zoCf-kkco(f -f /'fin/cofg col/ -f k fin f cof "g 

V(ûr\g a -(- (X-fin/' + coffcofg)* j In V/fin ^ 1 -f (Æfir/-f co/cofg/ 1 ) 

Donc cof C — -y— — , — 77-7^-V- et — fTïV * 

Y (nn g -f- (k fin/ -f- cof/ cof^) 3 ) 

_ cof/ — |— k fin /cof g 

tarifé C zz — 

D fi ajTmg Y (1 -h kk) 

Par conféqucnt nous aurons : 

kkco{f— ünfcoQr (co(f -{■ kf\r\f co Ç^) cfQ -(- fin/Tîn^finO.T/ 1 + kk) 
i+kk 

pofitnt rut fin a. V(i — f- kk) — O, & enfuite 

k cof x — k cof f — |— fin / cof g 


«oCnz- 


fin x 


A v l’aide de ces deux formules on pourra déterminer le mouvement 
de chaque point du corps, qui fera d’autant plus variable, plus les 
coefnciens de fin O & cof© feront grands, qui dépendent du lieu 
du point M, dont on cherche le mouvement. Or on pourroir pren- 
dre un tel point, que ces côefficiens évanouïffenr tous les deux ; & alors, 
tant .r que y, feront des quantités confiantes; & ce point confervera 
toujours la même fituation par rapport au pôle, aurour duquel la pla- 
nète tourne à chaque inftant. Le mouvement de ce point fera donc 
aufii lent que le changement du pôle, & paroirra délivré de toute ro- 
tation. Ce fera donc le point, qu’on pourra regarder dans la premier* 
maniéré comme le pôle de la planete, ou la droite qui en efl tirée 
par le centre, comme l’axe de la planete, quoique ce point foit tou- 
jours différent du point du Ciel autour duquel fe fait la rotation à 
chaque infiant. 


Pour trouver donc ce point, ou l'axe de la Planete, on n’a qu'i 
prendre f & g en forte que tang fin/ fin g que cof/ -H k fin/ cof g 

Ce 3 éva* 


évanoui (Te. 
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Pofons donc^, ou .l’angle ZAM ™ igo*,- pour avoir 


fyig.,zzoy & coCg “ — 1 ; 6e nous trouverons rang /™ ™ 




fin /7 


— : d’où nous eonnoi fions l’arc A M ~ de alors ce point 

» — m col a r ■ 

M co n fer ver a toujours U même diftance au pôle P, & fc trouvera 
dans l’arc ZP prolongé , lorsque f a une valeur pofîîive. 

Pour U terre cette diftance / évanouît presque tout à fait. Car, 
puisque dans l’intervalle d’un jour la terre fait une révolnrion entière, 

& le pôle n’avance dans un fens contraire que par un angle “ 

3 6 $ 

„ 1 r - a — 5 1 Ji n 

fécondés, nous aurons «: m rr 360° : — - — , ou — ~ 

3 6 $ m 

— 60. 60. 3 60. 365 « . ft , n . ■ 

— ou — — — psg 164 7. Donc, puisque 


o 3984 T 

a rr ï3°, 2p V ) nous aurons tang/=r — , & f~ — 

fécondé. Puisque cette différence eft imperceptible, on peut fans 
aucune erreur regarder ce point comme le vrai pôle de la terre. 

Comme Texiftence d’un tel axe qui accompagne toujours égale- 
ment le vrai pôle, a lieu dans l’hyporhefè, que le pôle avance uni- 
formément dans un petit cercle , ôt que la plane te conferve toujours 
la même viteffe de rotation, il fera important d’examiner, en quelles 
autres hyporficfcs un tel axe puiffe aufiï exifter. Pour cet effet nous 
n’avons qu’à fuppoferconftammentjrzn/, Scy—g, afin que le point 
M nous montre cet axe. Alors nos premières équations noua 
fourniflent 

djpcoCg— â<i fin jp finjgf“o C °^ 

d’oi 
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d’où nous tirons dq rr ~ & de là 


fing-finj? * 

vit - àp^gJSÇP 

tin g li n p 


dp 


tang/ fin g 


à q fin p 

Ou bien il faut i°. que — — foît une quantité confiante, & a*, 

que Ù_pLE V ~J~ flU ^i une quantité confiante , lavoir la 

CO Cl* T 

première égale à & la féconde à — — . Quand un 

tel rapport entre le mouvement du pôle & celui de rotation n’a pas 
lieu, Ü cfi douteux fi le mouvement de la planece peut être réduit à 
un certain axe, comme dans ce cas. Car, s’il arrivoit, par exemple, 
que pendant que le pôle marche uniformément dans un petit cercle, 
le mouvement de rotation devint fubitement plus rapide, il cfi clair 
qu'après cette accélération l’axe de roration feroit différent de celui 
qui auroit eu lieu auparavant, & que la planète n’auroit pas un axe 
fixe, dans le fins auquel on efi accoutumé de fi l’imaginer. 

Par ce que je viens d’expofir, on comprend que c’eft un pro- 
blème extrêmement difficile , que de déterminer le mouvement de ro- 
tation d’une planete , quoiqu’on connoiffe pour chaque rems le point 
du Ciel, autour duquel elle tourne avec la viceffe de rotation. La 
folutton dépend de l’intégration de deux équations différentielles, qui 
paroit extrêmement difficile. Confidérons plus fuigneufimenr les 
deux premières, ôi pofànc pour abréger, 

__ £2co££ ÿ = M& ^l£ = N 

dt 5 


dt 


dt 


de forte que L, M, & N, foknt des fondions du tems r, & nos deux 
équations pour déterminer les inconnues PV ~x & Z P V ZZIjy feront, 

da 
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«ri /• vr . s . tj Mdt fin y— -N</r cofy 

dx'Zl Mdt cofy— Ndt fin y; dy — Ldt — — 

7 7 rang x 

ou </jy finjf~L fin jf — M ât cof x fin y — N ât cof x cofy 

d’où nous tirons les deux combinaifons fuivanres, 

dx cufa finy — (— dy fin x co Cy ~ Ldt fin x cCy — N dt cofA‘ ~ d. fin x fny 

dx co (x co Cy — dy fi n x fin^y ~ M dt cof* — î/jVfim fny ~ d. fin* cfy. 

Pour dégager ces formules des fnus & cofinûs, pofons fin x fin y nzr 
& fin x eof y rr s , d’où nous tirons fin r r — | — s s & cof x ” 

-|/( i , — rr — jj-), & nous obtiendrons les deux équations fuivames 

dr zzz Lsdt — 1 N dt Y (i — rr ; — ss) 
ds ZZZ — Lrdt — f— M dt Y (i rr — - ss ) 

Voilà donc deux équarions diffère miellés ordinaires, dont il faut cher- 
cher la réfblurion; ce qui ett un objet de la pure anaiyfe. Puisque la 
réfolution générale’ cft afiujetrie à de fort grandes difficultés, il fera im- 
portant de remarquer un cas aflès général, où l’on peur achever Tin* 
régration. Car, en combinant ces dernieres équations, on aura 

M dr — f— J— LN rdt — LM sàt ~ o. 

Soit pour abréger L dt dô‘ y & le casque j’ai en vue aura lieu, lors* 

M 

que MuN tang 6, ou J"Ldt ~ A tang. — . Pofons donc M — T 

fin 6, & N — T cof 6, de forre que T ~ Y (MM -+- NN), & la 
derniere équation prendra cette forme: 

dr fin 6 — (— d f cof ô — f- r d$ cof 6 x </ 5 fia 6 zn o 


dont l’intégrale elt évidemment 

r fin ô — 1— x cof 6 ~ Confir. — fin y. 

- r fin ô 


JD.onc. , = SU 
■première -donne- 


cof ô 


; laquelle valeur étant 'fubftituéc dans h 

■ " "■ É 

dr cof 
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<A- co rô 4- raT0 fin 9 — finy-fT dt co f ÔV (cfû 2 — fi r.y 1 + 2 >fi nyfi \ù—ri ) ~o. 
Pofons r zz » cofû — {— fin y .fin ô pour avoir 

co 03 * — {— TA cof ô V(cfô 2 — fm y 3 fin y * fii 9 *— &» colTS 3 ) ~ o 
& en divifant par cofô 3 


du -f-T AV(cofy z —uu)~o ou 


d u 


Donc A fin 


« 


cofy 


V(cofy 3 — uu) 
-f* fTdt — 0. 




Soir /T</* = O, & ayant « zz — cofy fin O, on aura 

r zz fin y finô — cofy cofô fin®, & rZZ finy cof6—j— cofy fin $fin©. 

Donc fin x~ "(/(finy 3 — {— cofy 2 fin © a )Ôccofrzi cofy cofO. Enfin 

tanp; y rang ô — fin © . 

ZZ ; >— — -r-: dou Ion tare cvidcmmcnr 


tarig^' 


tang y — {— tang 6 lin ©' 


„ _ a a tî!n s y 


Donc, prenant© “ C —J— fdt Y (MM —J— N N), toutes les fois 

M 

que fhdt ZZ A rang —, les deux inconnues x ôc y Ce déter- 
minent en forte: 


M 


fin 0 


col x zz cofy cof© & Jf— A tang — — A tang 

0 N a rang y 

Ce cas intégrable nous mené encore à quelques autres. Car pofons 
V(i rr s. r) ZZ «, pour avoir ces deux équations 

I. rfr — Lrt/r — j— N udt zz 0 

II. rfr — — j— Lrdt zz 0 

& puisque — rdr — sds ~ udu> nous environs cette troific- 
me femblable aux précédentes: 

III. d u — v dt -J- M S S t "*"* o. ' 

Mtm. dt F Acad. Tom. xiv. D d Donc, 


l’remUr rai Donc, puisque les deux premières ont été intégrées dans le cas 
iustgrabk. 

fLdt zr A tang^, en forte que pofant 

f'Ldt — $ & /dry (MM -f- N N) — © 
nous en avons obtenu 

r ” fin y fin 0 — cofy cofô fin © _ . _ 

c rt i , , r a r ^ & ® — cofy cof © 

s ~ fin y cof 9 -4— cof y fin 0 fin © 

Srrflw/f «t »'«■ La féconde avec la troifierne admettra suffi l’intégration dans le cas 

tlgrabk. ^ 

/Mât ~ A rang —, car pofant 

Li 

/Mât — r, & /* V (NN 4- LL) — H 
nous aurons 

r ~ fin ? fin tj — co f? coftjfinH rf) _ TT 

r - - i r * r r TT & >* ZZ COfff COfH 

u ZZ fin ? coft) —f“ cof b fin »] fin ïl 


Troifimtras De la même maniéré la troifierne avec la première fournira une folu- 

iuiégrable* 

tion lorsque /N àt ” A tang — . Alors pofant 

/N <Jt zz £ & /rfrV(LL 4- MM) zz X 
nous aurons 

u zz fin a fin cf cof a cofd* fin X 

* * & T — col a coi 2 

r ~ fina cof £ 4“ cof a fin £ fin 2 

r 

€Ù il faut remarquer que cof x zz u & tang y ~ ; & outre 


«ela: 

L ~ — v 


M?; M = ^ &n = 4— ■ 

JJt 7 dt ât 


at 


Le cas du milieu renferme celui où le pôle fc mouvoir dans un petit 
cercle uniformément; pendant que la rotation étoit aulfi uniforme; 

mais 
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mais il eft infinimcnr plus général, d’où il mérite une attention parti- 
culière. Or d’abord nous avons J Mds zzz c — {- p } d’où U 

. . N ' 

condition de ce cas — “ rang fMdt donne 


dq fin p 


“ rang ( c — 1— p ) , 6t partant 


dq co Cp — ■ vdt 

dq coCp rang (c -f- p) àq fin p dq fin c 

~ rang {c -j- p) ~~ fin (c -PT) 

d’où nous concluons H _ f ^r ~ à caufe de L~Ncot(r— J— p). 

lin^c— }— />) r 

N 

& V(NH — f— LL) ~ ^ — • ■■■ ■ ■■ . Par ’conféquent notre fo* 

lution fera; pofant ») “ p H— c, 

cof x — fin Ç cof)] -j— co CS fin )] fin H. 

cof£ cof H 

tangjy ” 


fin S fin — cof £ cof)] fin H 


Nous avons rapporté jusqu’ici le mouvement du pôle à un point', fixe 
Z , qui dépend de notre volonté , ne changeant rien dans le mouve- 
ment meme. Donc, ayant réuflî à intégrer nos équations pour un 
certain point fixe Z, fi l’on veut rapporter le mouvement à un autre 
poinr fixe quelconque, l’tntcgrarion doit également réufilr, puisqu’elle 
découle de la précédente. 


Délivrons nos recherches de la confidération du point arbitraire 
Z; de puisque Tare P.V : n’en dépend point, posons l’angle 

VPp~s, & nous aurons l’angle Z P V ~ y zn ÿo° *+* a — j— p P v. 

Or, pofànt comme ci-defiTus — v -H — — Lj ^ zz M; 


Dd 2 


& 


# 212 # 


* do Cm p v , - n M 

& — . ■ ” N, on aura fin pYv zz v ■ _ _ — - — — ■ — 

</r * r /(MM + NN) 

M 


, ôt 


c °‘> Pl ' = ÿ\Mlv 


M +W) 1 = n> &del “ ■ 

NrfM. — MrfN _• — Mlins -+- Ncofa 

d y- Jz -+■ -MM—- NN -i &C ‘ n ?~ y t M » -h NÏT’ 


MM 

N fin s M cofs 

& cofjr - ÿjMT-Zp-N— ■ 

Cela pofé, puisque nos équations font 


ât 


(Mcofjy — N finy)&*/y“Ldf — — j— Ncofy) 

par ces fubltitutions clics fèronr changées en 

dx zz — ât cofs Y (MM NN) & 

(M.-N-NrfMVrfn* 


MM 


N N 


à% fnx—dt cofxfnzV ( MM— t-N N y-{~Lât fn x — |- 
Pofons pour abréger: 

y (MM + NN)_I & L + -j——— _ K, 


pour avoir 

âx — j— \âtcof% ~ o & âzfnx IJ/cofjrfns — K Jrfnar ZZ c 

Pofons comme auparavant 

fn ^ fii s ZZ r\ fiiJf cofs ZZ s & cofar ” »> 

&, la combinaifbn fournira ces équations: 

âr Kf^r ZZ o <3t âs — j— K ràt -4- I uât " o 

où, puisque rr -j— ss -f- a» — i, cette troifieme y peut être 
ajoutée: du — \sât ZZ çj donc lâr — K du ZZ, 0. 


Ici 



Ici on peut remarquer suffi trois cas intégrables : 

i°. Si I “ o, ce qui ne fàuroir avoir lieu, à moins qu’il ne 
fucM“o <3cN~ o. Alors on aura;/~f; — cc — rr), 


a t 

donc K ât — L dt — -r- -, & partant 

y (i cc rry r 


T ' 

A fn - - - — — “ JLdt ~ 0, pofànt/X<// “ $. Enfùi- 

te r — Y( i cr). fn3; s ^ Y (i — cc). coffl; 

ce qui eft le cas du pôle repofant. 


2°. Le fécond cas feroit K ~ o, mais puisque le rroifieme le 
renferme, j’y pafTe dabord. 

3°. Soit K ~ m I, & l’équation dr — mdu “ o don- 
ne; r — vt u — j— n\ & s — Y( i — »k — (mu — f— «) a )j 

d’où la troificme donne: f[dtY( i —\—mm) ~ A fn — \_ mm ) . 

v ' V\iH— mm un) 

- , — mn Y(i-hmm — fin) 

oc de la u ~ r 1 -mjldtY ( i ~\-mtu) 

I — fft fît 

mY ( i —f- mm — n n) 


de r ~ 


| — » 

i— f -mm i —1— mm 

Y (i H- mm ntt) 


fn JldtY (i -h «nw) 


cof f\dt Y Ci “4 - , mut). 


Y (i — f- m m) 

Ce troifième cas a dfinc lieu fous cette condition: 

bdt — ~MM 1 NN ^ ^ | N N), 


M 


eu fhdt =z A rang ^ -f- mfdtyQAU -h NNJ; 


Dd 


d’où 


ffi 2T4 @ 


d’où, fi« — o, réfulte le premier des cas précédens; mais fi m 
efl: une quantité confiante quelconque, ces cas intégrables feront dif- 
férons des précèdent 


On pourra trouver encore d’autres cas intégrables en pofant 
y — a H-.T, prenant pour T une fondion quelconque du tems t ; 
alors, faifant cette fubftitution, on aura 

d x — 1 à t cofa (M cofT — N fin T)- — dt fin % (MfinT \ N cofT) 
d?fnx — (r J .J/-JT)fnA-J/cftrfna(McfT-NfiiTW/crpcfs(MfnT -pNrrT) 

& de là pofant fin x fine, m r\ fin x cofs ~ s & cof x ~ u, de forte 
que rr -f- “H uîl — I > on tirera ces trois équations; 

I, dr — f (L dt — JT) -4— udt (MfinT — j— K cofT) — ' n 
ÏT. ds — udt (M cofT — N fin T) (L dt — JT) — o 

Ht. du — ^/(MfinT-fN cofT) -j-xJ/ (M cof T— N fin T) z=o 


qui étant femblables aux trois fupérieurcs, 


en 


pofant L — 


d T 
dt J 


M fin T —h K cofT & M cofT — K fin T, au lieu de L, N & M, 
les trois cas intégrables feront : 

M 

i°. Si /LJ/ ~ A tang ^ comme cLdefiiis. 

2°. Si fdt (M cofT -N fin T)— Atang 

3 ». Si fdt (M itaT'+N cofT) = A «ng 
, , ^ G M — a N 

Or outre cela, ii rang T — 1 on P ouria trou ver l’in- 

tégrale comme ci-deflus, fi 


M 


i * i. VA \ _ 

fLdt — 'A tang ^ 4- y /*/(MM + NN) 


Tant 


# 215 # 

Tant de cas intégrables devroient bien enfin mener à Tintcgratiofi 
générale. 

Or on peut encore trouver pluficurs autres cas," comme ou 
verra par le problème fuivanr: 

PHOBIE M E 

Les lettres L, M 6 c K mari] liant des fo notions quelconques de la varia- 
ble t y & Xy y, z étant des quantités inconnues, en forte que 
xx H— y y —H as “ i, trouver les conditions des fondions L, 
M 6 c N, qui rendent intégrables ces trois équations: 

I. dx L ydt — N zdt ~ o 

II. dy Ms(/f *4*~ L xàt “ o 

HI. d z — Nj cât *4“ M ydt “ o 

dont deux renferment déjà la troifiemc. 

SOL U T J 0 N 

Nous avons déjà vu trois cas où l'intégration a lieu, qui font 

M N I ■ 

i 0 . fi fLdt — A rang—; a fi i/M dt ~ A tangj- ; 3 0 . fi i/NW/rrArang^p 

Donc, quand nous pourrons trouver des fûbflitutions, qui changent 
les trois cquarions propofées en d’autres d’une forme femblable, cel- 
les- ci nous fourniront de nouvelles conditions d’inrégrabilité. 

Pofousr “ j^cofP — yfn P 6 c y ~ .r'fnP — j— y cofP, 
afin que x x — P- y y — x'x 1 ÿy l y 6 c les deux premières équa- 
tions feront changées en celles-ci. 

Jx^oCV — i/yfnP — x'dV fn P — y^PcofP -f— Ns^r “ o 

— LaAAfnP — Ly^cofP 

^yfnP -4- ^ycofP H- A '..'P cofP — y'dVCnV — 

• 4 - hx'dtcoÇ? - — Ly'difaP 

donc 


ai6 ® 

dont U combinaison fournit celles-ci: 


dx i — y (c/P H— L dt) — |— zdt (N cofP — M fn P) n: o 

dy 1 zdt (N fn P —1— M'cofP) — }— (c/P — L d t) — o 

dz — jrV/(NcofP — MfnP) -|— y*/r(NfiiP -|— Mcof P) “ o 


dont les trois cas intégrables feront: 


N fin P 


MeofP 


M 


fLJt -+- P = Atan S ^ofP — MfinP = Atang N P 


fdt (H fin P — M cofi P) ~ A tang 


N cofP — M fin P 


dt 


hdt — d P 

. „ » „ _ _ .... , L d t * — d P 

fdt (H cofP M fin P) A tang fi[ï p McôfP)Vf 

dont le premier' eftj'deja) compris dans les précédens. 


Si nous changeons^fêmblablement les variables^ &*, nous trou- 
verons ces cas: 

fdt (L fin Q_-+- N; fin Ct) = A tang dt 

fdt (LcofCt NimQJ — À tang 

Outre cela un pareil changement dans les deux variables z & x four- 
nira ces conditions : 

rj* r D I T rD\ A McofR L fin R 

fdt (M fin R H- L cofR) = A tang — ~ p dt 

XT Jf I VR 

fdt (McofR Ufin R) — A tang ,^ M ^ nR -+_"LcôfR) dt 

Si 
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Si nous regardons les trois équations dérivées comme les principales, 
de forte qu’au lieu des lettres L, M Ôc N, nous ayons à prêtent 

L -h *^î M cofP -+- N fin P & N cofP — MfinP, 

nous en tirerons encore les quatre conditions fuivantes 


V P 


yp 


/2fr(LfnQt —fnQf NcfPclQjVlfn Pc«^)=Atang- 


LcfQt— cft^NcrPfnQ+MfnPfnQ^ 


yp 


ot 

McfPfNfiiPf^S- 

ut 


McfPfNfnPf 


yyr(LcfQ+-r-cfQ : NcrPfnQj;MfnPfhQ)zzA tang- 

ut 


dt 


.//P 


L foQi x fn Qi NcfPc^MrnPc f CL 


dP, 


McfPcrRfNfoPcfR-LfnR-— fnR 
fàt (McfPfiiR f NtePteiR+LcfRf— cfR)rzAtang — 


NcfP-MfoPf 


rfR 

dt 


dp. 


/A(McfPcfR f NfnPcfR - LfnR-— fn R)— A rang 


NcfP-MfopÆ 

dt 


y p 


MefPfoRfNfoPfnR f LcfRf— cfR 


De ces quatre conditions on peut encore former deux fois quarre nou- 
velles, en mettant pour les trois lettres L, M, N, les memes dans cet 
ordre M, N, L, ou dans celui-ci N, L, M. lfnfuite, pour ces mêmes 
lettres dans ccs dernières formules, on peut écrire 

JC 

L -f- tt» Mcof S -f- N fin S; N cofS — M fin S, 


dt 

Mcm. Àt Mc*/ Tom. XIV. 


Ee 


ou 
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JÇ 

ou bien M j NcofS — f- LfinS; LcofS — H fin S; 

ou encore N — j— • — ; LcofS — j— MfinS: McofS LfinS: 

dt 

& c ch encore en changeant l’ordre de ccs qunnrrrés, de farte que le 
n mbre de toiles formules peut être multiplié à l'infini, en mettant 
Toujours dans les formules demie renient trouvées pour les lettres 
L, M, N, ces nouvelles valeurs. Par ce moyen on parviendra à des 
ordres plus compliqués, qui contiendront un angle arbitraire de pin?, 
comme finît P, Ch, K, S ; lesquels pouvant être pris à volonté, la 
multitude des cas qui admettent i’intégration, cfb tost ù fait inconce- 
vable; ce qui e fl doutant pl us remarquable, que généralement, fans 
fuppofer une certaine relation entre les quantités L, M êc N, il ne pa- 
roir point de méthode qui pui/. r e conduire iï H nrég ration. C’elc im 
fùjer qui fcrnblc rout à fait nouveau duns i’Analyfc, & qui pourca 
donner occalion à quantité de belles découvertes. 
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